EGZAMIN, TOPOLOGIA I - TEORIA, 08.02.24

UWAGA: Nie ma potrzeby pisania kazdego dowodu/definicji na oddzielnej
kartce. Kazda kartke z rozwigzaniami podpisujemy podajac: imig i nazwisko,
numer indeksu, numer grupy ¢wiczeniowej i nazwisko prowadzacego.

1. Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczng.

a). Podaj definicje topologii 7(d) generowanej w przestrzeni X przez me-
tryke d.

b). Podaj przyktad przestrzeni topologicznej (Y, 7y), dla ktérej nie istnieje
metryka d na zbiorze Y taka, ze Ty = T (d). OdpowiedZ uzasadnij.

¢). Udowodnij, ze jesli (X,d) jest przestrzenia metryczna, A C X jest
podzbiorem domknietym w X oraz p € (X'\ A) to istnieja zbiory U,V € T(d)
takie,ze ACU,pe VorazUNV =0.

II. Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna.

a). Podaj definicje zwartosci przestrzeni topologicznej (X, 7).

b). Zalozmy, ze (X, T) jest przestrzenia dyskretna. Uzasadnij, ze (X, T)
jest zwarta wtedy i tylko wtedy gdy jej moc jest skoriczona.

¢). Udowodnij, ze domknigty podzbi6r przestrzeni zwartej jest zwarty.

III. Niech (X, Tx), (Y, Ty) beda przestrzeniami topologicznymi.

a). Podaj definicje Sciggalnodci przestrzeni (X,Tx).

b). Uzasadnij, ze podzbior ptaszczyzny euklidesowe; X = R?\{(0,0)} nie
jest przestrzenia Sciagalna.

¢). Udowodnij, ze jesli X jest przestrzenia $ciagalng a Y jest tukowo spojna
to zbior klas homotopii odwzorowan X — Y jest jednoelementowy.



EGZAMIN, TOPOLOGIA 1, 08.02.24.

UWAGA: Rozwigzanie kazdego zadania nalezy napisa¢ na oddzielnej kartce.
Kazda kartke z rozwigzaniami nalezy podpisa¢ podajac imi¢ i nazwisko, nu-
mer indeksu oraz numer grupy lub nazwisko prowadzacego ¢éwiczenia. Dla
wszystkich odpowiedzi nalezy podaé¢ uzasadnienie.

1. Dla punktéw p, ¢ ptaszczyzny euklidesowej R? i liczby rzeczywistej r
niech I(p, q) oznacza odcinek domkniety taczacy punkty pi g a O(p, ) ozna-
cza okrag o §rodku w p i promieniu r. Niech X bedzie podzbiorem przestrzeni
euklidesowej R? zdefiniowanym jako

X =0((1,0),1) U I((-3,0),(-2,0) U |J 0((0,0),2+1/n)
neN
gdzie N = {1,2, ..} oznacza zbiér liczb naturalnych.

(A.) Udowodnij, ze X jest zbiorem sp6jnym.
(B.) Udowodnij, ze X nie jest zbiorem tukowo spéjnym.

2. Niech dj bedzie metryka kolejowa, a d, metryks rzeka. Rozwazmy zbi6r

x= |J {=yer|y=gz,z€(0,1)}
g€QN(0,1)

(A.) Sprawdz, czy przestrzen (X, dy) jest przestrzenig zupelna. Jesli (X, di)
nié jest zupelna to sprawdz czy jest przestrzenia metryzowalna w sposob zu-
petny.

(B.) Sprawdz, czy przestrzen (X, d;) jest przestrzenia zupetna. Jesli (X, d,)
nie jest zupetna to sprawdz czy jest przestrzenia metryzowalng w sposéb zu-
pelny.

3. Niech f : R\ Q — Q bedzie funkcjg ciagla (w dziedzinie i przeciw-
dziedzinie funkcji mamy topologie indukowang z topologii euklidesowe]j na
prostej R). Wykaz, ze istnieje niepusty przedziat (a,b) C R taki, ze f jest
stata na zbiorze (a,b) \ Q.

4, Niech X = [0,5] C R bedzie podzbiorem prostej z topologia euklideso-
wg. Zdefiniujmy dwa podzbiory w X:
A=(0,2] i B=[1,2]U[3,4].
a. Sprawdz, czy przestrzen ilorazowa X /A jest przestrzeniag Hausdorff a.

b. Sprawdz, czy przestrzenie X/A i X/B sa tukowo spdjne.
c. Udowodnij, ze przestrzen ilorazowa X /B nie jest przestrzenia sciggalng.




